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[I]フーリエ変換
N 個のおもりの系で波を考えるために、以下のように記号を変更します。
おもりの釣り合いの位置：

n = 1, 2, · · · , N −→ x1 = 0, x2 = a, x3 = 2a, · · · , xN = (N − 1)a. (1)

おもりの釣り合いの位置からのずれ：

xn −→ f(xn). (2)

基準振動モードの「波数」：

pµ =
2π

N
(µ− 1) −→ kµ =

pµ
a

=
2π

L
(µ− 1). (3)

基準振動モードの振幅：

yµ −→ g(kµ). (4)

これまでの記号によると

x⃗ = Uy⃗ =
(
u⃗1 u⃗2 · · · u⃗N

)
y1
y2
...
yN

 (5)

の第 n成分は

xn = (u⃗1y1 + u⃗2y2 + · · · u⃗NyN)n

=
1√
N

(
y1e

ip1(n−1) + y2e
ip2(n−1) + · · ·+ eipN (n−1)

)
=

1√
N

N∑
µ=1

yµe
ipµ(n−1) (6)

となりますが、これを新しい記号で書くと

f(xn) =
1√
N

N∑
µ=1

g(kµ)e
ikµxn (7)

となります。また、これまでの記号によると

y⃗ = U †x⃗ =


u⃗†
1

u⃗†
2
...
u⃗†
N

 x⃗ (8)
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の第 µ成分は

yµ = u⃗†
µx⃗

=
1√
N

N∑
n=1

e−ipµ(n−1)xn (9)

となりますが、これを新しい記号で書くと

g(kµ) =
1√
N

N∑
n=1

f(xn)e
−ikµxn (10)

です。式 (7)は、バネ全体の振動を基準振動モードに分解しています。その係数 g(kµ)を、
式 (10)で求めています。
式 (7)の右辺に式 (10)を代入して、f(xn)に戻ることを示しましょう。まず

1√
N

N∑
µ=1

(
1√
N

N∑
m=1

f(xm)e
−ikµxm

)
eikµxn =

1

N

N∑
µ=1

N∑
m=1

f(xm)e
ikµ(xn−xm)

=
N∑

m=1

f(xm)

[
1

N

N∑
µ=1

eikµ(xn−xm)

]
(11)

となります。右辺の括弧の中は、まず xn = xmのときは 1をN 回足すので、

1

N

N∑
µ=1

eikµ(xn−xm) = 1, xn = xmの場合 (12)

となります。また xn ̸= xmのときは等比級数なので

1

N

1− e2πi/L×N(xn−xm)

1− e2πi/L×(xn−xm)
=

1

N

1− e2πi(n−m)

1− e2πi(n−m)/N
= 0 (13)

となります。以上から

1

N

N∑
µ=1

eikµ(xn−xm) = δnm (14)

です。これを式 (11)の右辺に代入して

N∑
m=1

f(xm)δnm = f(xn) (15)

となり、式 (7)の左辺に戻りました。
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