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[I] N 自由度系（固定端）の基準振動

図 1: N 個の重りがバネで繋がれている系。

図 1のように N 個のおもり（全て質量 m）が一直線にバネ（全てバネ定数 k）で繋
がれている系の振動を考えます。それぞれのおもりの、釣り合いの一からのずれを xn

（n = 1, 2, · · · , N）と表します。この系の運動方程式は

mẍ1 = −kx1 + k(x2 − x1), (1)

mẍn = −k(xn − xn−1) + k(xn+1 − xn) n = 2, 3, · · · , N − 1, (2)

mẍN = −k(xN − xN−1)− kxN (3)

です。これを

x⃗ =


x1

x2

...
xN

 (4)

と使ってまとめると

m¨⃗x = −kAx⃗, (5)

A =



2 −1 0 · · · · · · · · · 0

−1 2 −1 0 · · · · · · 0

0 −1 2 −1 0 · · · 0
... 0 −1 2 −1 0 0
...

... 0 −1 2 −1 0
...

...
... 0 −1 2 −1

0 0 0 0 0 −1 2


(6)

と表せます。この行列Aの固有値と固有ベクトルが、この系の基準振動モードを表します。
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行列AはN ×N 行列なので、N 個の固有値と固有ベクトルがあります。それらは

λl = 2(1− cos pl), (7)

u⃗l =
1√

2(N + 1)


sin(pl)

sin(2pl)

sin(3pl)
...

sin(Npl)

 (8)

で与えられます。ただし

pl =
π

N + 1
l (9)

です。固有ベクトルは正規直交系を組んでいます：

u⃗i · u⃗j = δij. (10)

ここで δijはクロネッカーのデルタです。
固有ベクトルから

U =
(
u⃗1 u⃗2 · · · u⃗N

)
(11)

という直交行列を作ると、行列Aが

UTAU = Λ =


λ1

λ2

. . .
λN

 (12)

の形に対角化されます。基準振動を表す変数 yl（l = 1, 2, · · · , N）を

y⃗ = UT x⃗ (13)

と導入すると、これらの変数に対する運動方程式は

m¨⃗y = −kΛy⃗ (14)

つまり

mÿl = −kλlyl (15)

のように分解されます。この一般解は

y(t) = Ale
iωlt +Ble

−iωlt (16)

となり、ここで周波数は

ωl =

√
k

m
λl = 2

√
k

m
sin

pl
2

(17)
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です。これは l = 1が長さN + 1の弦の基本音、l = 2がその倍音、l = 3が３倍音、とい
う振動を表しています。
初期条件として、あるベクトル x⃗(0)を考えましょう。このとき、各基準振動の初期条
件は

y⃗(0) = UT x⃗(0) (18)

つまり

yl(0) = u⃗T
l X⃗ = u⃗l · x⃗(0) (19)

で与えられます。これはちょうど、ベクトル x⃗(0)を固有振動モードに分解した形

x⃗(0) = α1u⃗1 + α2u⃗2 + · · ·+ αN u⃗N (20)

の係数 αlを求めていることに相当します：

αl = u⃗l · x⃗(0). (21)

後で勉強するフーリエ変換は、いろいろな振動を基本音、倍音、３倍音などの成分に分
解することを意味します。式 (20)の形に分解したときの係数を式 (21)の形で求めるのが
フーリエ変換に相当します。
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