
振動波動論（月曜１限）：レポート問題 II 2013年 11月 18日出題
担当：羽田野直道　 hatano@iis.u-tokyo.ac.jp

http://hatano-lab.iis.u-tokyo.ac.jp/hatano/lecture/lecture-j.html

締め切り：12月 2日の講義開始時厳守。開始直後に解答を配布します。それ以降は受け付
けません。電車が遅れた場合は、遅延証明書を併せて提出して下さい。

問題：固有値に縮退がある場合の固有ベクトルの構成の仕方を考えましょう。まず次の行
列の固有値と固有ベクトルを求めましょう:

A =

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 . (1)

(i)行列Aの３つの固有値を求めなさい。
(ii)３つの固有値のうちで縮退していない固有値 λ1に対する固有ベクトル u⃗1を求め、規
格化しなさい。（規格化とは長さ１の単位ベクトルにすることです。）
(iii)以下の２つのベクトルの任意の線形結合が、縮退している２つの固有値 λ2 = λ3の固
有ベクトルであることを確認しなさい：

u⃗2 =
1√
2

 1

−1

0

 , u⃗3 =
1√
2

 1

0

−1

 . (2)

つまり、任意の係数 aと bに対して

A(au⃗2 + bu⃗3) = λ2(au⃗2 + bu⃗3) (3)

が成り立つことを確認しなさい。ベクトル u⃗2と u⃗3はそれぞれ規格化されていること、い
ずれも u⃗1に直交しているが、互いには直交していないことを確認しなさい。
(iv)シュミットの直交化を使って u⃗3を u⃗2に直交させなさい。

（裏面に続く）
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次に以下の行列（講義で扱った周期境界の連成振動の行列でN = 4の場合）の固有値
と固有ベクトルを求めましょう：

B =


2 −1 0 −1

−1 2 −1 0

0 −1 2 −1

−1 0 −1 2

 . (4)

(v)行列Bの４つの固有値を求めなさい。
(vi)４つの固有値のうちで縮退していない２つの固有値それぞれに対する固有ベクトル
を求め、それぞれ規格化しなさい。
(vii)縮退している２つの固有値に対する固有ベクトルを求め、それぞれを規格化し、互
いに直交させなさい。
(viii)以下の２つのベクトルが、縮退している固有値の固有ベクトルであることを確認し
なさい：

1

2


1

eπi/2

e2πi/2

e3πi/2

 ,
1

2


1

e3πi/2

e6πi/2

e9πi/2

 . (5)

この２つのベクトルが規格化され、互いに直交していることを確認しなさい。
(ix) 式 (5)の２つの固有ベクトルを、小問 (vii)で求めた２つの固有ベクトルの線形結合
で表しなさい。
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