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非周期関数のフーリエ変換
範囲−∞ < x < ∞で定義された関数 f(x)のフーリエ変換と逆フーリエ変換は

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(k)eikxdk (1)

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx (2)

です。（係数は教科書によって違いあり。）

問題１：ある関数 f(x)のフーリエ変換

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx (3)

に対して以下を示しなさい。ただし a > 0、bは実数とします。

(i)
1√
2π

∫ ∞

−∞
(f(ax)eibx)e−ikxdx =

1

a
g

(
k − b

a

)

(ii)
1√
2π

∫ ∞

−∞
(xnf(x))e−ikxdx = in

dn

dkn
g(k)

問題２：以下の関数について g(k)を求めなさい。またそれが f(x)を与えることを検算し
なさい。

(i) f(x) = e−ax2

（ただし a > 0）

(ii) f(x) =
1√
|x|

1



略解
問題１ (i) 変数変換

ax → x,
k − b

a
→ k (4)

によって式 (3)に帰着。

問題１ (ii) 式 (3)の両辺を kに関して n階微分する。

問題２ (i) 積分は

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ax2−ikxdx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

[
−a

(
x− ik

2a

)
− k2

4a

]
dx (5)

とまとめられます。ガウス積分 ∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a
(6)

を用いると、

g(k) =
1√
2a

e−k2/(4a) (7)

です。検算は省略。

問題２ (ii) まず、

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

0

e−ikx

√
x
dx+

1√
2π

∫ ∞

0

eikx√
x
dx (8)

とします。次に変数変換 y =
√
x, x = y2によって

g(k) =
1√
2π

∫ ∞

0

e−iky2

y
2ydy +

1√
2π

∫ ∞

0

eiky
2

y
2ydy

=
2√
2π

∫ ∞

0

e−iky2dy +
2√
2π

∫ ∞

0

eiky
2

dy (9)

とします。ガウス積分は、係数が純虚数の場合も使えるので

g(k) =
1√
2π

(√
π

ik
+

√
π

−ik

)
=

√
1
(
eiπ/4 + e−iπ/4

) 1√
|k|

=
√
2 cos

π

4

1√
|k|

=
1√
|k|

(10)

となります。検算は省略。
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