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周期関数のフーリエ変換
関数 f(x)はとびとびの場所 x = 0,±a,±2a, . . .でのみ値を持つ関数とします。さらに
周期 Lの周期関数とします：

f(x+ L) = f(x). (1)

またL = Naとします。つまり周期Lが aによってN分割されるとします。このとき、関
数 f(x)のフーリエ変換は

f(x) =
1√
N

∑
k

g(k)eikx (2)

g(k) =
1√
N

∑
x

f(x)e−ikx (3)

です。なお、kに関する和と xに関する和はそれぞれ

k = 0,
2π

L
,
4π

L
, . . . ,

2(N − 1)π

L
, x = 0, a, 2a, . . . , (N − 1)a (4)

に関してとります。

問題：以下の関数について g(k)を求めなさい。またそれが f(x)を与えることを検算しな
さい。なお、βと Lは実数とし、N = L/aは偶数とします。

(i) f(x) = cos(βx).

(ii) f(x) = sin(βx).

(iii) f(x) = f(x+ L) =


0 (x = 0)

1 (0 < x < L/2)

0 (x = L/2)

−1 (L/2 < x < L)

1



略解
(i) 周期が L = 2π/βの周期関数なので、

k = 0, β, 2β, . . . , (N − 1)β (5)

について g(k)を求めます。まず k = mβ ̸= βかつ、k ̸= (N − 1)βのとき

g(mβ) =
1√
N

∑
x=0,a,2a,...,(N−1)a

cos(βx)e−imβx =
1

2
√
N

∑
x=0,a,2a,...,(N−1)a

(eiβx + e−iβx)e−imβx

=
1

2
√
N

(
1− ei(1−m)βNa

1− ei(1−m)βa
+

1− ei(−1−m)βNa

1− ei(−1−m)βa

)
. (6)

なお、２つの項で分母はゼロではありません。ここでNaβ = 2πを使うと

ei(±1−m)βNa = ei(±1−m)2π = 1 (7)

となります。これより k ̸= βのとき g(k) = 0です。
次に k = βのとき、式 (6)では第１項の分母がゼロになってしまうため、上の式変形が
使えません。この場合は

g(β) =
1

2
√
N

∑
x=0,a,2a,...,(N−1)a

(eiβx + e−iβx)e−iβx =
1

2
√
N

(
N +

1− e−2iβNa

1− e2iβa

)
(8)

です。右辺第２項は式 (7)と同じ理由でゼロになるので、結局 g(β) =
√
N/2です。

また k = (N − 1)βのとき、式 (6)で第１項の分母がゼロになってしまいます。なぜなら

e−i[−1−(N−1)]βa = eiNβa = e2πi = 1 (9)

だからです。この場合、式 (8)と同様にして g(β) =
√
N/2です。まとめると

g(mβ) =

√
N

2
(δm1 + δm(N−1)), m = 0, 1, 2, . . . , N − 1 (10)

です。
逆に式 (10)を式 (2)に代入すると

1

2

∑
k=0,β,2β,...,(N−1)β

(δm1 + δm(N−1))e
ikx =

1

2

(
eiβx + ei(N−1)βx

)
(11)

=
1

2

(
eiβx + e−iβx

)
= cos(βx) (12)

となり、元の f(x)に戻ることが確認できます。なお、１行目から２行目の変形では L =

2π/βと、x = 0, a, 2a, . . .において eiNβx = 1であることを使っています。

(ii) 上と同様にして

g(mβ) =

√
N

2i
(δm1 − δm(N−1)), m = 0, 1, 2, . . . , N − 1 (13)
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です。

(iii) 周期が Lの周期関数なので、

k = 0,
2π

L
,
4π

L
, . . . ,

2(N − 1)π

L
(14)

について g(k)を求めます。

g(2mπ/L) =
1√
N

∑
x=0,a,2a,...,(N−1)a

f(x)e2imπx/L

=
1√
N

∑
x=a,··· ,(N/2−1)a

e2imπx/L − 1√
N

∑
x=(N/2+1)a,...,(N−1)a

e2imπx/L. (15)

ここで x = (N − n)aとすると

e2imπ(N−n)a/L = e2imπNa/Le−2imπna/L (16)

となりますが、e2imπNa/L = e2imπ = 1なので、式 (15)の第２項は∑
x=(N/2+1)a,...,(N−1)a

e2imπx/L =
∑

x=−(N/2−1)a,...,−a

e2imπx/L =
∑

x=a,··· ,(N/2−1)a

e−2imπx/L (17)

となります。結局

g(k) =
1√
N

∑
x=a,··· ,(N/2−1)a

(
eikx − e−ikx

)
(18)

となります。これは k ̸= 0のときは

g(k) =
1√
N

(
eika − eiNka/2

1− eika
− e−ika − e−iNka/2

1− e−ika

)
=

1√
N

(eika − eiNka/2)(1− e−ika)− (e−ika − e−iNka/2)(1− eika)

(1− eika)(1− e−ika)

=
i√
N

sin(ka)− sin(Nka/2) + sin[(N/2− 1)ka]

1− cos(ka)
(19)

となります。また k = 0のときは式 (18)から直接 g(0) = 0です。逆変換の計算は省略し
ます。
最後に、f(x)が式 (18)の g(k)からどのように再現されるかを図 1に示します。式 (2)

の和において kが小さい項のみを足すと、図 1(a)のように大まかな構造しか得られませ
ん。より大きい kの項を取り入れるたびに、f(x)の形がより詳細に再現されていきます。
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図 1: 式 (18)を式 (2)に代入して f(x)をプロットしたもの。横軸はxで、a = 1, L = Na =

32としました。本来は kに関して 32個の項の和を取るところを、(a)では第 2項まで、(b)

では第 4項まで、(c)では第 6項まで、(d)では第 8項まで、(e)では第 10項まで、(f)では
第 12項までしか和を取っていません。
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